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Prefacio

Este cuaderno es uno de la serie de ocho, escrita para maestros de en-
sefianza elemental més bien que para sus alumnos. Cada cuaderno com-
prende la exposicién de un tema bésico de matematicas. Estos temas se
hallan entre los que el maestro de ensefanza elemental necesita dominar
para tener una comprensién mas cabal de la matemética que usualmente
se ensefia en la escuela de ese grado. Cada cuaderno es la introduccién a
un tema, no un tratado exhaustivo. El lector interesado debe estudiar el
tema con mayor profundidad en otras obras.

Los temas escogidos son especialmente importantes para aquellos maes-
tros que creen que las experiencias de aprendizaje, trasmitidas a los nifios
del ciclo elemental, deberian empezar por el desarrollo de algunos concep-
tos unificadores bésicos en matemadticas. Muchos profesores han encon-
trado que su educacidén profesional no los prepara para ensefiar aritmética
de modo congruente con este punto de vista. Es el deseo de los autores
y del NCTM (National Council of Teachers of Mathematics) que esta
serie de cuadernos pueda ser una ayuda para estos profesores, asi como
para otros que también estan interesados en mejorar su instruccién.

Los titulos de los cuadernos de esta serie son:

Cuaderno 1. Conjuntos

Cuaderno 2. Ni#meros enteros

Cuaderno 3. Sistemas de numeracién para los niimeros enteros
Cuaderno 4. Algoritmos de las operaciones con niimeros enteros
Cuaderno 5. Numeros y sus factores

Cuaderno 6. Numeros racionales

Cuaderno 7. Sistemas de numeracién para los nimeros racionales
Cuaderno 8. Proposiciones numéricas

Aconsejamos que, si es posible, los cuadernos sean leidos en el orden
numérico correspondiente, con excepcién del octavo (Proposiciones numé-
ricas), que puede apartarse del orden citado.
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| Cuademo 4

INTRODUCCION

El original de un libro importante que describe el uso de los numerales
indoarébigos, escrito por Al Khowarizmi * alrededor del afio 825 d.C,,
desaparecid; pero existe una traduccién latina intitulada Algorithmi de
numero indorum, en el que el nombre de Al Khowarizmi se latinizé como
Algorithmi, y de éste se derivé el término dcostumbrado en mateméticas,
algoritmo, que se emplea para designar el procedimiento mediante el cual
se resuelve una operacién con dos nimeros cuando el resultado no es evi-
dente de inmediato.

Cuando efectuamos operaciones con digitos o numerales de una cifra,
recordamos las sumas y productos bésicos, o: tal vez recurramos al proceso
de contar. Por otra parte, cuando efectuamos estas operaciones con ni-
meros que tienen dos o mas digitos, usualmente recurrimos a un algoritmo,
o proceso especial.

Puesto que el resullado de una operacién, ya sea suma, sustraccién,
multiplicacién o divisién, es un niimero y los nitmeros pueden representarse
mediante conjuntos modelo, el mimero buscado puede obtenerse siempre me-

* M4s que autores, los 4rabes fueron traductores, principalmente de los hindaes.
De la pléyade que se nutrib en la matematica oriental, particularmente ge distinguie-
ron dos por la originalidad de sus trabajos. Uno de ellos, Mohammed Tbn Musa Al
Khowarizmi, que vivié en el siglo 1x en Bagdad, publicé un tratado por el afio 825,
sobre la trasposicién de términos negativos para resolver ecuaciones, Aungque de
antecedentes griegos o hindiles, manifiesta un original progreso en cuanto a !a solu-
cién numérica de las ecuaciones. Afirman varios historiadores de la matemdtica, que
se perdié una gbra de este autor; pero otros consideran que sélo se perdicron algunos
capitulos sobre los nfimeros hindties, sin aclarar si éstos formaban parte de su obra
més conocida: Adl-jebr walmuquabala,

En cuanto a la grafia del nombre de Mohammed, hay discrepancias porgue
mientras para unas es como queda dicho, para otros es Al-Khowarizmi o Al-Juaris-
mi, y aun el nombre latinizado de Algorithmi, [N. del T}
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diante el simple proceso de contar, Aunque tedricamente esto constituye
un método vélido, la computacién mediante el proceso de contar, excepto
para casos muy simples, no és muy prictica. Prucba de esto es el hecho
de que en las civilizaciones antiguas, siempre que se tenian que efectuar
operaciones con nuameros grfandes, se recurria a instrumentos auxiliares
como el dbaco. K

Los auxiliares mecdnicos, como el dbaco, se emplearon universalmente
hasta que el sistema de notacién posicional indoarabigo se empezd a usar.
Con el uso del sistema indoaribigo la computacién ya no dependié tanto
de los medios mecénicos, puesto que el calculista podia combinar simbolos
mediante el sistema indoarabigo y escribir los numerales del problema si-
guiendo un modelo y, por Gltimo, obtener el resultado correcto. Estos
modelos de procedimiento se llaman algoritmos.

Los algoritmos que conocemos y usamos son productos del sistema de
notacién posicional y estan intimamente relacionados con el mismo. Las
propiedades del sisterna numérico (que en este cuaderno serd el sistema de
los ntimeros enteros) y el sistéma de notacién posicional, hacen posibles los
algoritmos. '

Los algoritmos tratados eri este cuaderno no son los tnicos posibles. Se
registran cambios a través de los siglos que pueden seguir en lo futuro. El
perfeccionamiento de los algoritmos trae como consecuencia un empleo
més eficiente del sistema de numeracién,

Para facilitar la lectura y comprender mejor el contenido de este cua-
derno, se recomienda, de ma@aera especial, que el lector estudie primero el
cuaderno 2, Los nimeros enteros, y el cuaderno 3, Sistemas de numeracién
para los nimeros enteros,

En matemAticas es fundamental que cada término empleado sea clara-
mente entendido. Para asegurar que el lector comprenda el significado

exacto de los términos empleados, se presenta el siguiente sumario con
ejemplos.

OPERACION BINARIA
T A S

Una operacién binaria es la que asocia un ntimero definido con
un par ordenado de ninneros. La adicién y la multiplicacién son ope-
raciones directas de la aritmética, y estan definidas para fodos los
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pares ordenados de niimeros enteros. La sustraccibén y la divisién se
llaman operaciones inversas, respectivamente, de la suma y multipli-
cacién y también son operaciones binarias, pero no estin definidas
para todos los pares ordenados de nlmeros enteros. Por ejemplo, ni
la sustraccién ni la divisién asocian un ndmero entero con el par or-
denado (4, 15).

Operacién Par ordenado Nimero asociado
Adicién (84, 42) 126
Multiplicacién (84, 42) 3528
Sustraccién {84, 42) 42
Divisién (84, 42) 2
NUMERAL
T ———

Un numeral es un simbolo, o combinacién de simbolos, que sirve
de nombre para un nimero. El nimero diez, por ejemplo, tiene
representaciones diferentes, o numerales, algunos de los cuales son:

10, 5%2, 8+2, 20~ 10, ‘%’, (2%¢3) +4, 2% (3+42).

Ei simbolo de igualdad, =, se usa cominmente para indicar que
dos numerales simbolizan €l mismo nmero. Por tanto, el hecho de
que los numerales 52 y (2X3) +4 sean el nombre del mismo ni-
mero se expresa de la siguiente manera:

5x2=(2%3) +4.

SISTEMAS DE NUMERACION
AT P T A )

Un sistema de numeracién es un método de construir numerales
para los ntumeros, mediante el uso de¢ un conjunto de simbolos y un
conjunto de reglas para combinar estos simbolos. Nuestro sistema
de numeracién decimal (de la palabra latina decem, que significa
diez), ¢ sistema base-diez, emplea exactamente diez simholos:

{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9).

Este sistema es de notacién posicional porque el niimero representado
por cada digito en un numeral s¢ determina por el digito particular
y su posicién en el numeral. En nuestro sistema decimal el valor
posicional de cada posicién es diez veces mayor que el valor posicional
de la posicién que le sigue inmediatamente a la derecha. El valor
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posicional que corresponde a la posicién que ocupa la extrema de-
recha del numeral {para un ndmero entero) es el que tiene en si, el
digito que ocupa esa posicién, o sea el valor que tiene en el conjunto
de los diez simbolos bésicos.

NoTACION DESARRQLLARA

El nadmero 4 036, por ejemplo, se representa en notacién desarro-
llada mediante cualquiera de las siguientes formas:

4036 = (4x1000) + (03 100) + (3% 10) +(6x 1)
= (4Xx10x10¢10) + (0x 10x 10) 4+ (3% 10) 4 (6x 1)
= {4X10%) 4+ (0x10%) + (3x10) + (6 1).

Pro ADES ADICIO

Cegraduzg. El conjunto de los ntimeros enteros
(0,052,840, o)y

es cerrado con respecto a la operacidén de adicién. Con esto se indica
que la suma de dos nGimeros enteros cualesquiera es un néimero entero.

LErobicdad asociativg. La adicién es una operacién binaria; lo que
quiere decir que se ejecuta tomando s6lo dos nimeros a la vez. La
propiedad asociativa de la suma se relaciona con la suma de tres
nimeros. Ejemplos de esta propiedad,

(246) +7=2+4(6+7);

esto es, los numerales (24-6) +7 y 2+ (6+7) son representaciones
que simbolizan el mismo namero. En el primero de estos numerales
el paréntesis indica que (2+46) se considera como la representacién
de un nimero, 8; mientras que en el segundo, el paréntesis indica
que (6+7) se considerari como la representacién de otro ntimero, 13.
Entonces:
(24+6) +7=8+7
=15,

24-(64+7)=2+13
=15,
En ambos casos la suma és 15.

La propiedad asociativa puede aplicarse a sumas de mds de tres
numeros. Podemos probar, por ejemplo, que: ™
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[(243) +4]4+5=2+[(3+4)} +5]

de la siguiente manera:

[(2+3) +4]+5=[5+4]+5
=9+5
=14,

24+[(3+4) +51=2[7+5]
=2+412
=14,

La propiedad asociativa de la adicién es, entonces, la que permite
agrupar de varias maneras a los sumandos, sin que se altere la suma.
Lropiedad conmutativg. La propiedad conmutativa de la adicién
permite cambiar el orden de dos sumandos sin que se altere el resul-
tado. Entonces,
8+4+3=3-8,

¥
1824-11=114182.

Lilemento idéntico. El elemento idéntico para la suma es el nG-
mero cero. Esto significa que la suma de cualquier nimero y cero.
' es el mismo ndmero, Entonces,

5+4+0==5,

0427=27.

PROPIEDADES DE LA MULTIPLchcrg';q

Cerradyzg, Bl conjunto de los nimeros enteros es cerrado con
respecto a la operacién de la multiplicacién. En otras palabras, el
producto de dos niimeros enteros cualesquiera es un niimero entero,

Droficdad gsociativa, La multiplicacién, al igual que la suma, es
una operacién binaria; esto es, se ejecuta sdlo mediante dos nimeros
a la vez. La propiedad asociativa deé la multiplicacién se relaciona
con el producto de tres nlimeros. De acuerdo con esta propiedad, por
ejemplo,

(8x9) Xx6=8x (9x6).
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En el numeral de la izquierda {8x9) se considera como la repre-
sentacién de un ntimero, 72, y en el numeral de la derecha (9x6)
se considera como la representacién de un nimero, 54. Entonces,

{8x9) xX6=72x6
=432,

8% (9x6) =8x54
=432,

Lropiedad gonmutativg. La multiplicacién de ntmeros enteros es

conmutativa; esto es, el producto de dos nifneros no se altera si se
cambia el orden de los mismos. Por ejemplo,

9 7=7%09

Elemento _idéntico. El elemento idéntico para la multiplicacién
es el nimero 1. Esto significa que el producto de cualquier némero
por 1, es el mismo nitmero. Entonces,

6x1=86,
1 x 497 = 497,
1x1=1

Bropiedad distributivg. Ta propiedad distributiva de la multipli-

cacién con respecto 2 la suma, o simplemente la propiedad distribu-
tiva, incluye tanto la maltiplicacién como la suma. De acuerdo con
esta propiedad, por ejemplo:

5x{1247)=(5%12) +{5x7).

La expresién 35X (12+7) indica que debe efectuarse primero la suma
de 12 méas 7 y después la multiplicacién de dicha suma por 5:

5% (i2+47) =5x19
=95,

La expresién (5 X 12 + (5 X 7) indica que se efectien primero las
multiplicaciones de 12 por 53 y de 7 por 5, y después se sumen estos
dos productos:
(5% 12) +(5x7) =60+35
=95-

Entonces se representa el mismo nimero mediante 5 X (12 4 7) y
(5x12) +{5x7).
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En el ejemplo anterior, la multiplicacién (por 5) se distribuye de
izquierda a derecha (respecto a la suma 12 4 7). Debido a la pro-
piedad conmutativa de la multiplicacién, también podemos distribuir
de derecha a izquierda, como se ilustra en el siguiente ejemplo:

(7+20) X6=(7x6) + (20%6).

La multiplicacién es distributiva también con respecto a sumas de tres
o més sumandos:

5% (44+8+3) = (5%4) +(5%8) +(5%3).

Ademas, la multiplicacién es distributiva con respecto a la sustraccién.
Los siguientes ejemplos ilustran este hecho:

25% (12 —8) = (25% 12) — (25X 8),

porque 25%x {12-8)=25X% 4
=100,

y (25 12) — (25 8) =300—200
=100,

ADICION ¥ SUSTRACCION COMO _OPERACIONES INVERSAS
La sustraccién es la operacién inversa de la adicién y viceversa.
Examinemos los siguientes ejemplos:
(12— 7) +7=12,
(39 + 14) — 14 = 39.
Ohbserve que en el primer ejemplo sumar 7 a (12—7) tiene por efecto

“deshacer” el acto de restar 7 de 12. En el segundo ejemplo, restar
14 de (39+14) tiene el efecto de “deshacer” la suma de 14 mas 39.

MULTIPLICACION Y DIVISION COMO OPERACIONES INVERSAS
R

Hemos dicho que las operaciones de dividir y multiplicar son in-
versas entre si. Examinemos los siguientes ejemplos:

(12X 7) +=7=12,
(2+7) x7=42
Recordemos, sin embargo, que la divisién entre cero no esti definida.

Es verdad que: (0x12) +12=0, pero (12x0) -0y (12+0) X0 son
expresiones que no tienen significado.
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SfMBOLOS DE AGRUPACION (MARCAS DE PUNTUACION MATEMATICA)

El numeral

{[(6+2) +7]+8} + (4X10)

es la representacién de un nimero mediante la suma de otros dos.

Sabemos que:
(4 X 10) = 40.

Encontremos una expresion simple para el otro namero:

{[(6-+2) +7]+8}={[8+7]+8}
={15+8}
=23;

por tanto, el nimero répresentado por

{[(64+2) +7]+8}+ (4 10)
€s
23 4 40,

o sea 63. Obsérvese que en el proceso de obtencién del niimero re-
presentado por {[{6+2) +7}+8}, el simbolo de agrupacién inte-
rior, en este caso ( ), se consideré primero, después el siguiente sim-
bolo de agrupacién [ §y por ltimo, { }. La simplificacién se efecthia
de adentro hacia afuera.

ALGORITMOS Y OPERACIONES

Es importante distinguir entre una operacién binaria y el algoritmo de
la operacién. Una operacién binaria asocia a un par ordenado de niimeros,
un nimero definido. Un algoritmo es un dispositivo 6 modelo empleado
para cbtener el nimero que la operacién asocia al par de ntimeros dados.

La operacién de suma asocia el par de ntmeros 84 y 42, al niimero
126. La operacién de multiplicacién asocia el mismo par al nimero 3 528.
La operacién de sustraccién asocia ese par al niimero 42. La operacién de
divisién asocia ese par al nimero 2. Los procedimientos empleados para
obtener los ntimeros 126, 3 528, 42 y 2 se Haman algoritmos.

En muchos casos (por ejemplo cuando ambos niimeros se representan
por numerales de un solo digito) recordar de memoria una tabla de ope-
raciones elementales o tenerla escrita es cuanto se necesita para obtener el
nimero que la operacién asocia al par dado. En general, se usa un algo-
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ritmo que se basa en a) las propiedades de los niimeros enteros, y b) en
las propiedades de un sistema de notacién posicional.

ALGORITMO D :

Supongamos que tenemos a nuestra disposicién a) la suma de cualquier
par de miembros del conjunto {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6,7, 8, 9}; b) las propieda-
des del conjunto de los nimeros enteros, y ¢) las propiedades de nuestro
sistema de numeracién.

Veamos qué propiedades se emplean cuando obtenemos el resultado de
la suma de dos numeros. En otras palabras, veamos cémo puede justifi-
carse el algoritmo de la adicién.

Como primer ejemplo, consideremos la suma de 23 més 45. Sabemos,
desde luego, que el resultado es 68; pero veamos como podemos obtener
este resultado, debido a las propiedades conmutativa y asociativa (de la
adicién) y a la propiedad distributiva.

23+54=[(2x10) + (8% 1)]+[{4Xx10) 4+ (5% 1)] Notacién desarrollada (1)
=[(2x10) + (3x 1)]+[(5x1) 4+ (4x10)] Propiedad conmutativa (2}
={[(2%10} + (3% 1)]+ (5 1) } + (4% 10) Propiedad asociativa (3)
={{2x10) +[(3x1) +{5Xx1)]}+ (4x10) Propiedad asociativa (4)
= (4% 10) +{{2x10) +-[(3x 1) 4 (5 1)]} Propiedad conmutativa (5)
={(4Xx 10} + (2% 10)]+{(3X 1) +{5x1)] Propiedad asociativa (6)

=[(442) X10]+[(3+5) x1] Propiedad distributiva (7)
=(6x10) +(8x1) Sumas bisicas (8)
=68 Notacién posicional (9}

Obsérvese que los pasos numerados {2); (3), (4), (5) y (6) justifica-
dos por las propiedades conmutativa y asociativa de la adicién, se emplean
con el propésito de obtener (2 X10) y (4 X 10) de tal manera que estén
uno junto al otro, y de obtener (3 X 1) y (5 X 1) también, de tal manera
que estén uno junto al otro. Después, en el paso (7), se emplea la propie-
dad distributiva para “combinar” (2 X 10) y (4 X 10), y para “combi-
nar” (3 x 1} y (5 x 1}.

Cuando escribimos

23=(2x10) ++(3x1)

45={4x10) +(5x 1)

T =[{2+4) xX10]+[(3+5) x1] Propiedad distributiva
= (6x10) + (8% 1)
=68,

Cuaderno ds Matemdticas No, 4 —2
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se dan por supuestas la conmutatividad y asociatividad de la adicién y s6lo

se muestra explicitamente la aplicacién de la propiedad distributiva.
Ahora estamos listos para ver cémo avanzamos “entre bastidores” cuan-

do escribimos el algoritmo de la suma de 23 y 45 de la siguiente manera:

23
45
68
23
Al escribir los niimeros 23 y 45 en ¢l arreglo vertical 45, indicamos estar
dispuestos para aplicar la propiedad distributiva. Después escribimos el
numeral 8, encerrado en el circulo,

23
45

De hecho, admitimos que {3 X 1) + (5 X 1) = (3 + 5) X 1, 0 en térmi-
nos tradicionales, que 3 unidades mis 5 unidades igual a 8 unidades. La
base para este paso es la propiedad distributiva. Finalmente escribimos el
numeral 6, que vemos también encerrado en un circulo.

23
45

®s
Este paso puede justificarse mediante la propiedad distributiva:
(25¢10) + (4X 10) = (2 +4) X 10=6X 10.

Consideremos ahora el problema de sumar 18 y 9. Nuevamente las
propiedades asociativa y conmutativa justifican nuestra partida directamen-
te de la disposicién vertical:

18=(1x10) +(8x1)

9= (9x1)
18+9=(1x10) +[(8+9) x 1] Propiedad distributiva
=(1x10) +(17x1) Suma bésica
=(1x10) +[{1x 10} + (7x 1}] Notacién desarrollada
=[(1x10) +{1x 10} ]+ (7x1) Propiedad asociativa
=[(14-1) X 10]+ (7% 1) Propiedad distributiva
=(2x10) +(7x 1) Suma basica

=27. Notacién posicional
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En seguida mostramos estos pasos sintetizdndolos mas:

)

18 = 1048 18
9= 9 L 9
J— s e o —
= 10417 27.
= 405 L1057)
=(10+10) +7
= 2047

134

El ejemplo anterior muestra el hecho de llevar una decena. Se emplea el

mismo método cuando se llevan centenas, millares, etc.

Verticalmente podemos abreviar todavia mas. En el siguiente ejemplo

se muestran tres formas abreviadas de la suma de 67 y 48,

67

48

15 (8+47)
100 (40+60)

115 @

67
o [8+7=15=('lxl'0)+5 b
5 “se lleva” (1 X 10) 115
110 (40+60+10)
115

Un édbaco puede ser un auxiliar valioso que contribuye a la mejor
comprensiéon del algoritmo de Ia adicién. Cada alambre del 4baco corres-
ponde a una posicién en el numeral. El valor posicional se muestra en el
dbaco dibujado en la figura 1. El niimero de rayas (bolitas del 4baco)

indica el ntmero sefialado por el digito de esa posicién.

En la figura 1, se muestra la suma 723 y 248 efectuada en un abaco.

La explicacién del algoritmo de la adicién de numerales en base diez,
es la misma que con numerales de cualquier otra base numérica. Esto se
demostrard usando la base cuatro.* El cuadro de suma y el de valores posi-
cionales para numerales en base cuatro se muestran en los cuadros I y IL

* Para una explicacién detallada del sistemia de numeracién en base cuatro,

véase el cuaderno 3: Sistemas de numeracidn para los nidmeros enteros.



20 ALGORITMOS DE LAS OPERACIONES CON NUMEROS ENTEROS

100 102 10 1
Las rayas (cuentas) se Sumandos
il b colocan de tal manera
= 4= que muestren los suman- (7 X 10%) + (2% 10) +
a) é; ;: = dos 723 (arriba) y 248 (3x1)
ETEE| (abejo) (2% 10%) 4+ (4% 10) +
i St B Las “pinzas” « se em- :
= == 1= (8x1)
/ 7 plean para separar .los
grupos de rayas que sim-
bolizan los dos sumandos.
10% 10% 10 1
Aqui se quitan las “pin- Suma
i zag” para poder unir los :
b) + T conjuntos de rayas, (9% 10%) + (6 X 10) +
= e (11x 1)
1 10210 1
e Diez de las rayas del Nuevo nombre de
alambre de la extrema la suma
-+ derecha se quitan, y se
o) o agrega una raya al gru- (9% 10%) 4 (7% 10) +
T+ po d'el sxgllnent.e alambre (1x1)=971
-IT- + (hacia la izquierda).
Ficura 1
Cuanro 1 Cuanro 11
Cuadro de suma en base cuatro Valor posicional en
; base cuatro
-+ 0 1 2 3 :
cuatro? |cuatro! | cuatro®
0 1 2 3 6 b 6
: dieci- | cuatro | uno
1 1 2 3 10 séis
2 2 3 10 11
3 3 10 11 12
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Considérese la suma 2lcuatro + 12custro-*
21cnatro 4 12c0atro =[(2 X cuatro) + {1 X uno) j-[(1 X cuatro) + (2 X uno)]
Si se aplican las propiedades conmutativa y asociativa, obtenemos:

[(2xcuatro) + (1 Xcuatro}]+[(1Xuno} + (2% uno)}

=[(2+1) Xcuatro]+{(1+2) X uno] Propiedad distributiva
= {3 Xcuatro) + (3 X uno) Sumas bésicas
= 33cuatros Notacién posicional

Asi que 21cuutro+ 12cuntro=330unkro-

Puesto que el numeral en base cuatro, que simboliza al nGmero cuatro
es 10cuatro, podemos escribir la suma del ejemplo anterior usando numerales
en base cuatro, de la siguiente manera:

21 cuatro 120uatr0= [(2 X 10cnazro) +
( 1 X lcuatro) ] +{( 1 X 100uoiro) + (2 X lcunlro)]

y empleando nuevamente las propiedades conmutativa y asociativa,

= [(2% 10cuatro) + (1 X 10cualro>]+{(1 X lcu,atro) + (2% lcua.tro)]

= [(2-+1) X 10¢uatro] + {1 +2) X Lcuatro] Propiedad distributiva
= (3% 10cuatro) + (3 X leuatro) Sumas bisicas
= 33 cuatro Notacién posicional

Y empleando la familiar forma vertical tendremos:

2]cuatro
12cuatro

3 3 cuatro-

Sumar 2lcuatro ¥ 12cuatro €5 simple, porque para esto se emplean Uni-
camente las sumas bésicas y el valor posicional, ya que las propiedades
justifican las sumas de 2 cuatros y 1 cuatro para obtener la suma de 3
cuatros.

Consideremos un ejemplo de suma en base cuatro que implique el hecho
de llevar. Tritese de identificar las propiedades que justifican el llevar un
nGmero al operar en una suma indicada.

* La palabra cuatro como subindice indica que el nimero es de base cuatro y
en este ejemplo no se debe leer veintiuno ni doce, sino dos uno, base cuatro, y uno
dos, base cuatro. En lugar de emplear una palabra para la base se puede escribir el
numeral correspondiente (en base diez) entre paréntesis, también como subindice;
por ejemplo: 21, aunque en estos cuadernos no se emplea. [N. def T.]
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por tanto

= [(2+1) Xcuatro]-+[{0+ 1) Xuno]

12cuatro -+ 13cuatro.= ?
1Ocuutro + 2cuatro

120utr0 =

NUMEROS ENTEROS

13cuatro = 10cuatro F 3cuatro

20custro + 1 lcunlro

El ejemplo anterior ofrece la justificacién de sumar las columnas como se
muestra. Obtengamos ahora un nuevo nombre para 20cuatre + 1lcuatre:

20cuntro + 1l euatro={{2 X cuatro} + (03X uno)]+[(1 X cuatro} + (1 X uno)].
Aplicando las propiedades asociativa y conmutativa, obtenemos:
[(2 X cuatro) + (1 Xcuatro) [4[(0 X uno) + (1 X uno)}

= (3% cuatra) + (1 Xuno)

= 3lcuatro

lzcuatro 4 l2cun¢ro = 31cuatro-

8)

b)

.

cuatro? cuatro une

.

-

P

[TE.RN|

T

Z

cuatro? cuatro uno

o T—

Y

L
RERY]

LI

RLELLY

7

cuatro? cuatro uno

n A

(e

—t——

st

=

Las rayas {cuentas) se
han colocado de tal
manera gue muestran
los; sumandos 23 (arri-
ba) y 33 {(abajo), las
“pinzas”, <, se em-
pleéan para separar los
grapos de rayas gue
representan a los su-
mandos.

Ahora se quitan las
“pinzas” y se unen los
los dos conjuntos de
rayas en cada alambre.

Cuatro rayas del alam-
bre de la extrema de-
recha se guitan, y se
agrega una raya al
gripo del alambre
marcado con cuatro;
de este alambre tam-
bién se quitan cuatro
rayas y se agrega una
raya en el alambre
marcado con cuatro?,

Froura 2

Propiedad distributiva

Sumas bésicas
Notacién posicional

Sumandos

{2 X cuatro) +
{3 Xuno)

(3 X cuatro) +
{3 % uno)

Suma

(11cuatra X cuatro) +
( 12¢uatro X uno)

Nueva expresion de
la suma

(1Xcuatro®) 4
(2X cuatro) +
(2Xuno) = 122.4a0r0
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Este ejemplo sugiere que en el método de “llevar” con numerales base
cuatro, puede procederse de la manera conocida. Entonces,

O @

12cuatro o — 3+3=12,uu0 (de la tabla de
lgcuatro Y 33«“,"0 1:4-243= 12,3“0"0. sumar}
3 l<:l.|a.t.ro 122cun(ro

La suma de 23cuatro ¥ 33cuatro efectuada en un 4baco se muestra en la
figura 2.

Grupo de ejercicios 1

La mayoria de la gente sabe que se puede comprobar un problema de

suma como:
3
4
2

12

sumando en la columna hacia arriba y después sumando hacia abajo; esto
se comprueba por el hecho de que:

(5+4) +3=(3+4) +5.
(sumando hacia arriba)  (sumando hacia abajo)

Llene los espacios en bianco expresando la razén de cada paso en la prueba.

. 544) +3=54+(4+3)

2. =(4+3)+5

3. =(34+4) +5

Obtenga las siguientes sumas de base cuatro:

4. 32uatro 5. Blouatro 6. 12uatro

21¢nntro 7 230uatro 23t:untro
; 33000“‘0

ALG : ON
La operacién de adicién asocia a un par de ndmeros un nitmero especi-
fico, llamado suma. La operacién de encontrar uno de los dos sumandos
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cuando se conoce el otro sumando y la suma, se llama sustraccién. La
sustraccién es la inversa de la operacién de adicién; o sea, la sustraccién
“deshace” la adicién.

Los ejemplos del cuadro IIT indican, de acuerdo con la definicién de
la resta, que es posible emplear las sumas basicas en la sustraccién asi como
en la adicitn,

Para justificar el algoritmo de la sustraccién, observemos una propiedad
sugerida por los ejemplos sigdientes. ;Son verdaderos los enunciados?

a) (8+46)~(3+2)={(8-3)+(6-2)

14—-5=5+44
B) (T+11) = (6+9) = (7-6) + (11-9)
18— 15=142
¢) {254-8) — (14-+8) =(25—14) + (8—8).
33-22=114.0
Cuapro II1
Adicién Sustraccion
oty Sumando
Sumando Sumando Suma| Suma Sumando f
desconocido
6 4 = io §10 - ) BT 6
I ) 110 - 6 = 4
- 15 - 9 = 6
9 + 6 = 15 115 ¥ 6 = 9
¢« + b = ¢ | {0 I o 2 3

En general, la conclusién. a que llegamos al estudiar los ejemplos ante-
riores se puede escribir de la siguiente manera:

Si a>c* y b>d, entonces (a+b) — (¢+d)={a—c) + (b—4d).

Llamaremos a esto el enunciado de una propiedad de la sustraccién. Acep-
taremos esta propiedad de la sustraccién como verdadera, ya que puede
probarse; pero la prueba estd mas alld del alcance de este cuaderno. Esta
propiedad se emplea casi en todos los ejemplos de sustraccién. Obsérvese
su empleo en los siguientes ejemplos:

* a = o se lee “q es mayor o igual a ¢”. La proposicidén 6 = 5 es verdadera
porque 62> 5. La proposicién 5= 5 es verdadera porque 5=5.



ALGORITMO DE LA SUSTRACCION 25

76 —23= (70+6) — (20+3)
=(70—-20) + (6—3)
=504-3
=53

Ahora consideremos la forma en la que ésta y otras propiedades de los
niimeros enteros y del sistema de numeracién, nos aseguran que el algoritmo
conocido de la sustraccién es razonable. Deseamos obtener (78-32}.

78—32=[{7x10) + (8x 1}1—[(3X 10} 4+ (2x 1)]
=[(7%10) — (3% 10)]4+{(8x1) —(2x1)] Propiedad de 1a sustraccién

=[(7~ 3) X 10] +{(8— 2) X 11 Propiedad distributiva de
=(4x10) +(6x1) la multiplicacién con
=46 respecto a la sustraccidn.

En el siguiente ejemplo tenemos un caso en €l que se requiere el proceso
que a veces llamamos pedir prestada una unidad o tomar una unidad. Si
intentamos emplear el método del ejemplo anterior para obtener (88—49),
tropezaremos con dificultades, porque no podemos restar 9 unidades de 8
unidades. El ntimero 88 puede descomponerse en 7 decenas y 18 unidades
como se demuestra enseguida.

88=(88x10)+(8x1})
=[(741) X 10]+{8x 1}

=[(7x10) + (1 x10}]+ (8% 1) Propiedad distributiva

=(7x10) ++[{1Xx10) +{8X 1}] Propiedad asociativa

=(7x10) +{{10x 1) +(8x1)] Propiedad conmutativa de la
multiplicacién

=(7%x10) +[(104+8) X 1] Propiedad distributiva

=(7x10) 4+ (18x1).

Por tanto, al restar 49 de 88 se puede proceder como sigue:

88—49=[(7x10) 4+ {18x 1)]—{(4x 10) + (9x1)]
=[(7x10)~ (4% 10)]+[(18x 1) —- (§9X 1)} Propiedad de la sustraccién

=[(7—4) X 10]+[(18-9) x 1] Propiedad distributiva de la
=(3x10) 4 (9x 1) multiplicacién con res-
=39, pecto a la sustraccién

Analizando el proceso anterior, vemos que se aplica un nuevo nombre;
esto es, se expresa de otro modo un ntmero, de tal manera que haya su~
ficientes unidades y decenas, que satisfagan las condiciones de que (a2>¢)
y (b>d). La vieja expresién “tomando una decena” implica que la paga-
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remos después; pero nunca pagamos esa decena, porque lo que ocurre en
realidad es que expresamos el niimero de la manera mas conveniente para
el calculo. La propiedad distributiva nos permite restar decenas de decenas
y unidades de unidades. El éjemplo anterior nos muestra la forma de ex-
presar una decena de otra manera {en términos de unidades). De igual
modo, podemos expresar centenas, millares, etc. '

Considérese, como segundo ejemplo, restar 67 de 324. Claro que no
podemos restar 7 unidades de 4 unidades; por eso, en primer lugar, tenemos
que expresar 324 como 3 centenas, ! decena y 14 unidades, Observamos
la imposibilidad de restar 6 decenas de 1 decena, por lo que otra vez te-
nemos que expresar 324 de distinta forma: 2 centenas, 11 decenas y 14
unidades. La sustraccién puede efectuarse ahora:

324= (2 10°) + (11X 10) + (14 1)

67= (6x10) + (7x 1)
(2% 10%) +[(11—6) x 101-+{{14—~7) x 1}
=(2x10%) 4 (5% 10) + (7x 1)
=257,
I(Z' l.(.)’ ll\) 1

69=(6x10)+(9x%x1)
La suma * (minuendo) 69, se muestra en el 4baco.

a)

ARNEE RN
IAREELLRL

N
N

LELEd
IEREEAL

10 1

_—

[TT SRR
T
[ARRARTE NG s
T

Sumando conocido 42=(4x10) +(2x1)

Sumando desconacido 27=(2x10} +(7Xx1)

Las rayas (cuentas)} que representan la suma 69, es-
tan separadas por las “pinzas”, <, para mostrar el
summando conocido, 42, y el sumando desconocido, 27.

b)

8

Ficura 3

* Con el propésito de insistir en Ia relacién inversa que hay entre la resta y la
suma, los autores emplean términos propios de esta segunda operacién para designar
las partes de Ia primera, porque, como sabemos, Ja resta es la inversién del sentido de
Ia suma; es como desandar en aquélla el camino de ésta. Asi, frecuentemente aqui
al minuendo se le llama suma; al sustraendo, sumando conocido, y a la diferencia, o
resta, sumando desconocido, [N. del T.]
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El 4baco puede emplearse para representar la nueva expresion de la suma
(minuendo) en la sustraccién. En la figura 3, se expone la resta: 69
menos 42.

Ahora consideremos 328 =49=n (figura 4).

La resta de nimeros simbolizados por numerales de otra base implica la
misma definicién de sustraccién y el mismo niimero de propiedades que em-
pleamos con los numerales del sistema decimal. Cuando se restan niimeros
simbolizados por numerales de base cuatro, es necesario referirse a las su-
mas bésicas en numerales de base cuatro, mostradas en el cuadro IV.

Cuapro IV
+ Ocuntro lcuatro : 2cuntro Scuntro
Oountro Ocuntro lcuntro 2cuutro 3cuatro
lcuiltro : lcuatro 2oquo 3cuntro 1Ouull'.l'o
2cuatro 2cuatro 3cuntro locuatro llcuatro
Bcualro Scuatro lgcuntro . llcuatro 12cnntro

Debemos conocer también la relacién entre las sumas bésicas y la sus-
traccién. Por ejemplo:

2ountrc -+ 3c1mtro= 11

f I lcuatrb = ?’cuatroz 2cuntro
cuatro] 1 lcuatrb P 2cuatra= Scuatro

3 1 =10 ; locunlr'o— 30unlro= ]cun!ro
cuutro+ ouatre™™ c\mtroz locuatro — lcuntro"’_'* 30‘“‘"0

Obtengamos 33custro— 2leuatro. Puesto que todos los numerales est4n
en base cuatro, omitiremos los subindices para simplificar Ia notacién. Re-
cuérdese que 10 es el simbolo de cuatro en base cuatro.

33-21=[(3x10) + (3x1)]~[{2x10) — (1 x 1}]
={(3x10) — (2x10)]+{(3x 1) —(1x1)] Propiedad de la sustraccién

=[(3—2) X 10]1+[(3—-1) x1] Propiedad distributiva de la
=(1X10) +(2x1) multiplicacién con res-
=12. pecto a la sustraccién.

En el siguiente ejemplo, restar 13cuatro d€ 32cuatro implica expresar en
forma diferente un nimero para cumplir con la condicién de la propiedad
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LAS OPERACIONES CON NUMEROS ENTEROS

La suma 328 se expresa como (3X102) 4 (2X10)+
{8x1}. ‘

La suma 328 se expresa también (3x102) {1 X 10)
+{18x 1) para obtener la condicién b=d.

Lg suma 328 se expresa asimismo de otra forma:
(2%102) 4+ (11 x10)+ (18X 1) para cumplir las
condiciones a=¢ y b=d.

La suma est4d separada: sumando conocido 49=
(4% 10) -+ (9%x1). Sumando desconocido (23X 102)
+ (7% 10) 4 {9%x 1)=279.

Fioura 4
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de la sustraccién, que es a2>¢ y b>d. Puesto que todos los numerales estin
en base cuatro, nuevamente omitiremos los subindices.

El niimero 32 puede expresarse (2x10) 4 (12X 1), puesto que

32=(3x10) +(2x1)
={(2+1) X 10]+(2x 1)

=[(2x10) + (1x 10]+ (2% 1) Propiedad distzibutiva

=(2%10) +[{1x10) + (2x1}] Propiedad asociativa

=(2x10) +[(10x1) + (2x1)] Propiedad conmutativa de la
multiplicacién

=(2x10) +(12x1). Propiedad distributiva

Entonces al restar 13cyairo d€ 32cuatre s¢ procede de la manera siguiente:

32--13=[(2x10) + (12x 1)]-{{1x 10) + (3% 1)]
=[(2x10) — (1x10)]+[(12Xx1) — (3 1)] Propiedad de la sustraccién
=[{2-1) x10]=[(12-3) x1] Propiedad distributiva de
la multiplicacién con
respecto a la sustrac-

¢ibn
=(1x10) 4 (83X 1) 12—3=3, puesto que en
numerales base cuatro
=13. 34+3=12.

Ahora podemos ver el problema en su fase siguiente:

32=20+12

13=10+ 3

10+ 3
=13.

El proce(ihniento de expresar un nimero de manera diferente y mos-
trar el cilculo en el sistema de base cuatro, puede ilustrarse también en un
4baco, como se hace en el sistema de base diez; pero cambia el valor posi-
cional de las posiciones representadas por los alambres.

Consideremos la resta 33;uatr0— 2leuntro (figura 5) :
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a)

cuatro?® cuatro uno

Il
11
[1LB|

7

b)

cuatro® cuatro uno

1Al
FALL
Tt

Z

La suma 33cwtro se presenta como (3Xcuatro)+
(3x1),

Ahora sc separa la suma 33 .., de tal manera
que muestre ¢l sumando conocido (2 Xcuatro) 4
{(1x1) y el sumando desconocido (1 X cuatro)} 4-
(2x 1),

Figura 5

Ahora consideremos el ejemplo: 32cuatro™ 13custre=n (figura 6):

cuatro? cuatro uno

—
) —
p ——

b)

cuatro? cuatro uno

[HERNE]
IRRARL

/

c)

cuatro? cuatro u

=
<

I8 RNE
T T

7

La suma 32cuatro se presenta como (3Xcuatro)+4
(2x1).

Ahora, la suma 32cuacro se expresa de la siguiente ma-
nera: (2Xcuatro)~(seisX 1} para cumplir las con-
diciones: a=cy b=d.

Aqui se separa la suma de tal manera que se distin-
gan el sumando conocido 13cuetre ¥ €l sumando des-
conocido 13ewaere.

Ficura 6
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Grupo de ejercicios 2

Efectfie las siguientes sustracciones de numerales de base cuatro.

1. 32(:uatro 2- 31cuatro 3' 3010!:0.(1'0
21cuntro 12cuatro 122ouatro
4. loocumro 5 200c\muo
23cuutro Sscuatro

ALGORITMO DE LA MULTIPLICACION

El algoritmo de la multiplicacién de un namero por diez, es muy sen-
cillo: se agrega un cero al correspondiente numeral de base diez. Por
ejemplo:

10 319=3190.

Este cémodo algoritmo puede justificarse mediante las propiedades de los
nameros enteros y las propiedades del sistema de notacién posicional. Apro-
vechemos el ejemplo 10x319:

10x 319=319x 10 Propiedad conmutativa de la
multiplicacién
=[{3x 10%) + (1 x10) + (9% 1)]x 10 Notacién desarrofiada
=[(3x10?%) x10]+[(1x 10} X 10] + Propiedad distributiva
[(9x 1} %10}
=3 x (102 10)]+[1x {10 10} ]+ Propicdad asociativa de la
Ox (1x10)] multiplicacién
=(3x10%) + 1x10%) +(9x10) 102X 10=:10%; 10X 10=102
={3%x10%) + (1x10%) + (9x10) + 0x1=0, y cero es el ele-
(0x1) mento idéntico para la
suma
=3190. Notacién posicional

La multiplicacién de un nilunero por cien se efectiia agregando dos ceros
al numeral que corresponde en base dicz. Cuando se multiplica por mil
se agregan tres ceros, y asi sucesivamente, Por tanto:

10 319=3 190
100:x 319=31 900
1000x 319=319 000

etcétera.
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Ahora, apliquemos las propiedades de la multiplicacién para comprobar
el algoritmo de la misma, por cuyo medio se obtiene el producto de un
par de némeros enteros, cuando éstos son tales que mo podemos obtener
de memoria su producto. Obviamente, saber que aXb es el namero de
elementos en un arreglo @ por b, es de poca ayuda si estamos interesados
en calcular 68x23. Puesto que son muchos clementos para retenerlos. Pero
podemos hacer uso de las propiedades conmutativa y asociativa de Ia mul-
tiplicacién y de las propiedades especiales del 0 como sumando y como
factor; del 1 también como factor y de las sumas basicas y productos, para
auxiliarnos en nuestro calculo. Si alguna vez se trata de multiplicar dos
niimeros, aunque sean pequefios, representados por numerales del sistema
romano se apreciari en cuanto vale nuestro sistema posicional. Tritese de
efectuar la siguiente multiplicacién (XVII) x (DCXI)., Las propiedades
de los nmeros no dependen del sistema de numeracién que usamos para
simbolizarlos, pero al efectuar un cilculo frecuentemente necesitamos de él.

El algoritmo de la multiplicacién que coménmente empleamos, con
frecuencia encubre lo que ocurre matemditicamente “entre bastidores”. Vea-
mos qué es lo que en realidad sucede al obtener el resultado (la represen-
tacién mas simple) del producto 6 29.

6x29=6x[{2X10) +(9x1)]

={6X (2% 10)]+[6X (9% 1}] Propiedad distributiva
={{6x2) X 10]+[(6x9) x1] Propiedad asociativa
=(12x10) + (54 % 1) Productos basicos

=120+ (54X 1) Multiplicacién de 12 por diez
=1204-54 Muitiplicacién de 54 por uno
=174, Algoritmo de la adicién

Ahora examinemos qué sucede cuando obtenemos el producto de dos
nGmeros compuestos por dos digitos cada uno:

36x79=(3046) X79

=(30x79) + (6 79) Propiedad distributiva

={(10%x3) x79]+ {6 X 79)

=[10X (3 79) ]+ (6 X 79) Propiedad asociativa

== (10x 237} 4 (6 X 79) 3X79=-237 #

=2 3704474 Multiplicacién por diez
6x79=474 %

=2 844. Algoritmo de la adicibn

* La multiplicacién por un numeral que tiene un solo digito queda comprobada
en el ejemplo anterior al efectuar el producto 6x29.
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Es conveniente analizar cste procedimiento en una disposicién vertical:

79
36
474/ =679
9 370/ =30 79
2 844|= (30+6) X 79.

Si se borra todo lo que estd a la derecha de la linea vertical, lo que
sobra c¢s el algoritmo comiinmente empleado, excepto porque el digito 0 se
omite generalmente del numeral 2 370.

Otra forma de ver el producto 36X 79 es la siguiente:

36X 79=(80-+6) X (704-9)
=[30X (704+9)]+[6x (70+9)] Propicdad distributiva
= (30% 70) + (30 9) + (6 X 70} + (6x 9) Propiedad distributiva
=2 100 +270+420+4-54
=2 844.

Obsérvese que hay cuatro productos que intervienen, es decir, los pro-
ductos de cada uno de los ntmeros 70 y 9 por cada uno de los ntimeros
30 y 6. En una disposicién vertical estos productos pueden mostrarse
como sigue. ~

79
36

54=6X9
420=6x70
270=30x%9
2100=30x70

2 844
Es f4cil comprobar que 6 70=420 y que 30X 70=2 100. Examinemos
el Gltimo de estos dos productos:

30x70=(3x10) X (7x 10)

" =[{3x10) x7]x10 Propicdad asociativa
=[7x{3%x10)]x 10 Propiedad conmutativa
=[{7%x3) x10]x 10 Propiedad asociativa
=21x (10 10) Propiedad asociativa
=2100 Multiplicacién por cien

Cuaderno de Matematicas No. 4—3
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Es interesante tratar el producto de 15X 12 funddndonos en la defini-
cibn de producto, con el nimero de elementos en un arreglo de 15 ren-
glones con 12 elementos en cada renglén, y ver co6mo nuestro algoritmo se
refleja en el arreglo (figura 7). Para esto, descomponemos el arreglo en
varios arreglos menores (figura 8).

Los cuatro arreglos que se muestran en la figura 8 son los cuatro pro-
ductos parciales que resultan al aplicar la propiedad distributiva.

12
15

10 {5x2)

50 (5%10) {O%12)
20 (10%2)

100 uoxlm}(wX‘m
180

Grupo de ejercicios 3

A continuacién se prueba que 3+3=2x3. Llene los espacios en blanco
expresando la razén de cada paso de la prueba.

343=(3x1)+(3x1)
34+3=3x(1+1)
34+3=3%2
343=2x%3

adhy ol

A continuacién se prueba que (4-+4}-+4=3x4. Llene los espacios en
blanco exponiendo la razén de cada paso de la prueba.

(4+4) +4={(4X1) + (4x1}]+4
{(4+44) +4=[4X (1+1)]+4
(444) +4=(4x2) +4

(4+4) +4=(4X2) +(4X1)
(4+4) +4=4x{(2+1)

(4+4) +4=4x3

(444) +4=3x4

SO L DN L

[eray—

A continuacién se prucha que (3x4) X5=4x(5%3). Llene los espa-
cios en blanco con la razén de cada paso de: la prueba.
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12. (3x4)X5=(4x3) x5
18, (83x4) xX5=4%{3%5)
14. (3%4) X5=4x{5%3)

A continuacién se prueba que (2X6) + (6X4) =6X (4+2). Liene los
espacios en blanco con la razén de cada paso de la prueba. -

15. (2X6) +(6Xx4) =(6x2) + (6X4)

16. (2Xx6) + (6x4) =6x (2+4)
17. (2X6) 4 (6x4) =6x (4+2)

ALGORITMO DE LA DIVISION

El algoritmo de la divisién es ¢l mas compiejo y el que ofrece problemas
més arduos en los procedimientos de célculo basico,

Las cuatro operaciones furidamentales: adicién, sustraccién, multipli-
cacién y divisién, estdn relacionadas de muchas maneras. La figura 9 mues-
tra algunas de estas relaciones:

inversa
Adicién «———> Sustraccidén
repetida T inversa T repetida

Muttiplicacién «——— Division
Ficura 9
La relacién horizontal indicada en la figura 9 es la relacién inversa.
(Véase cuaderno 2, Los nidmeros enteros.) Entonces,
2+3=5 tiene como inversa 5—3=2y 5-2=3,

23X 3 =6 tiecne como inversa 6+3=2y 6+2=3.

Un producto puede interpretarse como una adicién de sumandos igua-
les. Considérese el producto:

2x3=(141) x3 Suma bésica
=(1X3)+ (1x3) Propiedad distributiva
=343 -

Existe una relacién semejante entre la sustraccidén y la divisién. Par-
tiendo de 6, se sugieren tres restas sucesivas de 2 para obtencr como residuo 0.
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6
e 1 6=(1X2)+4
4
=2 113 6= (1Xx2) +[(1X2) +2]
2
- 1 6= (1x2) +(1x2)+(1X2) 40
i

La operacién de dividir puede efectuarse sélo con ciertos pares orde-
nados de ntimeros enteros. Por ejemplo 62 ¢s el niimero entero 3, porque
2x3=6; pero 8+3 no representa un nimero entero, porque no hay nd-
mero entero que, multiplicado por 3, resulte 8.

No obstante, podemos refacionar de alguna manera cualquier par or-
denado de niimeros enteros (si el segundo no es cero) mediante la opera-
ci6n de dividir. Por ejemplo, dados los nfimeros enteros 15 y 7, podemos
expresar 15 como un muiltiplo de 7 mas un residuo de 1:

15=(7x2) +1.

Este enunciado matemético ejemplifica la propiedad de la divisién de los
nymeros. La propiedad (o algoritmo) puéde deducirse de las suposiciones
bésicas acerca de los n(imeros enteros, pero la aceptaremos aqui sin probarla.

En general, la propiedad de la divisién expresa el hecho de que para
dos niimeros enteros cualesquiera a y b, existe un par tinico de nameros
enteros g y r tal que

a= (bXQ) +7,

donde 7»>0; pero r<b. Decimos que ¢ es el cociente y r es el residuo
cuando el niimero ¢ se ha dividido entre el niimero b.

La propiedad de la divisién de nimeros se demuestra el cuadro V para
varios pares de niimeros enteros dados.

Cuspro V
Par ordenado (a, b) a=(bXxgq) +r g r
(12, 5) 12=(5%2) +2 2 2
(26, 4) 96= (4X6) +2 6 9
(81, 7) BI={7x11) +4 11 4
(26, 13) 26=(132) +0 2 0
(125, 15) 125= (15X 8) +5 8 5
(7, 18) 7= (18X0) +7 0 7
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Examinemos un ejemplo para ilustrar esta propiedad de la divisién,
Supéngase que deseamos obtener 40+5. Puesto que 5 8=40, sabemos que
40--5=8. Para ilustrar esto mediante arreglos, podemos disponer 40 ele-
mentos en un arreglo de 5 renglones {o columnas) en un namero igual de
elementos en cada renglén o {(columna).

Supongamos ahora que descamos obtener el niimero para el que la
proposicién 42+ 5=n sea verdadera. Sabemos que no hay nimero entero
tal que 5Xn=42. No perdamos de vista que si tenemos 5 elementos po-
demos disponerlos en un arreglo de 5 renglones de I elemento cada uno; si
tenemos 10 elementos, el arréglo serd de 5 renglones de 2 elementos cada
uno, y asi sucesivamente hasta el caso de tener 40 elementos; entonces el
arreglo serd de 5 renglones de 8 elementos cada uno; pero como tenemos
42 elementos, nos sobraran 2; por tanto, tendremos un arreglo como el re-
presentado en la figura 10.

42=(5%x8)+2

8

- . . - ’ . .

v . . . . - . . . .

5 x8=40 2

Froura 10

Supéngase que intentamos efectuar 98+ 15. Nos damos cuenta que po-
demos disponer 15 elementos colocando 1 en cada renglén de los 15 dis-
puestos, y nos sobraran 83. Empleando otros 15 elementos volvemos a
colocarlos igual, uno por cada uno de los 15 rengitones {hemos dispuesto de
30 en total}, y nos sobran 68. Continuando de esta manera, en el siguiente
paso nos sobrardn 53, luego 38, después 23 y por Gitimo 8. Entonces,
tenemos que

98=(15x6) +8.
En otras palabras, cuando 98 se divide entre 15, el cociente es 6 y el residuo
es 8.

Obsérvese que podemos considerar esta divisién como un proceso de

sustracciones repetidas del ntmero 15, partiendo del niimero 98.
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98
— 15 1

83 98=(15x1) +83
= I§ 1

68 98=(15%2) +68
— 15 1

53 98=(15x 3) +53
i 15 1

38 98=(15x 4) -+38
~15 1

23 98=(15%5) +23
=18 1

8 98=(15x6) +8.

Este, desde luego, es el proceso de sustraccién repetida para obtener la
divisién.

En vez de efectuar esta sustraccién repetida del nimero 15, averigua-
mos cuél es el mayor miltiplo de 15 que pueda restarse de 98.

Si suponemos que es 7, encontramos que 7X15=105, y no podemos
restar 105 de 98. Si suponemos que es 5, ténemos que 5% 15=75

98 =75-+23
={15x%5) +23.

Pero 23>>15 por lo que podemos escribir:

98==(15x5) +[{{15X 1} +8]
=[(15%5) +(15%1)]+8
=(15x6) +8

Esta forma del algoritmo de la divisién. puede parecer poco conocido.
La forma vertical que se muestra a continuacién es mds corriente.
6
15 / 98
90« (15%6) 98=(15x6) +-8
8
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Consideremos la divisién indicada por 4 387-+32. ;Qué miltiplo de 32
puede restarse de 4 3877 La respuesta es, cualquier maltiplo no mayor que
4 387. Generalmente consideramos primero los productos de dicho nimero
por 10, 100 6 1000 y ast sucesivamente, porque estos productos pueden
encontrarse facilmente. Vemos primero que 32X 100 igual'a 3200, que
es menor que 4 387. Puesto que 32 100 puede restarse de 4 387 tenemos
como resultado 1187. ;Puede restarse 32 < 100 nuevamente? Es obvio que
no se puede, porque 3 200 es mayor que 1187. Ahora emplearemos los
productos 32310 y 32 1. Restamos 32X 10 tantas veces como sea posi-
ble, antes de restar 323 1.

32/ 4387
3200 32x 100
1187
320 32x10
867
320 32x 10
547
320 32x10
227
32 32x1
185
. 32 32x1
163
32 32x1
131
32 32x1
99
32 32x1
67
32 32x1
35
32 32x1
3 32x 137
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Entonces,

4 387=5[(32 100) + (32 10) 4 (32 10) + (32 10) + (32 1) +
(32X 1)+ (82X 1)+(32X1) +(32x1) +(32x1) +(32x1)]+3
=32x[100+10+104+ 104+ 1+ 1414141414 1]+3
=(32x137) +3.

Procedamos ahora de un modo mas conocido.
32/ 4387

Vemos que 32x1000=32000, es un mauitiplo muy grande de 32 y que
32X 100 que es igual a 3 200 es el miltiplo basico (mis adecuado) que po-
demos emplear. Ahora, ;scudl es el mayor mdiltiplo de 3200 que puede
restarse de 4 387? Obsérvese que:

1x3200=3 200,
2% 3 200=6 400,

Puesto que 6 400 es muy grande, entonces el mayor miltiplo de 3 200 que
podemos restar de 4 387 es (1x3200) y el residuo es 1187,

1
32/ 4387
3200=32x100  4387=(32x100) +1 187

1187

El siguiente multiplo basico es 32 x 10=320. Ahora,

1%320 =320,
2 % 320 = 640,
3 % 320 = 960,
4%320=1280.

El mayor multiplo de 320 que podemos restar de 1187 es 3x320. El re-
siduo es 227 (puesto que el divisor es 32, escribimos 3x 320 como 32x 30.}

13

32/ 4387
3200

—t—t

1187
960 =32 % 30 1187= (32X 30) +227

227
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Ahora,
1x32=32,
2x32=64,
3% 32=96,
4x32=128,
5% 32=160,
6x32=192,
7% 32=224,
8x32=256.

El mayor mitltiplo de 32 que podemos restar de 227 es 7x 32 =224,

137

32/ 4387
3200

1187
960

227
224=32x7

3 227=(32%7)+3
El residuo 3 es menor que 32. El cociente es

100+304-7=137
Entonces,
4387=(137x32) +3.

Empleando la forma conocida de la divisién tenemos:

137
32/ 4387
3200=32 100

1187 4 387=(32x100) +1 187
960 =32 30

—_—

227 4387 = (32 100) -+ (32 30) 4227
224 =327

3 4387=(32x100) + (32x30) + (32X 7) +3.
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Asf, 4387=(32x100) +1 187
= (32 100) +[{32x 30) +227]

=[(32X100) +{32x30) ]+ 227 Propiedad asociativa
=[32x (100 + 30} ]+ 227 Propiedad distributiva
=(32x 130} +227

=(32x130) +[(32x7) +3]

=[(32%130) +{32x7)]+3 ' Propiedad asociativa
=[32x (1304-7)]+3 Propiedad distributiva

= (32 137) +3.

Al ensenar el algoritmo de la divisién es muy importante arraigar la
idea del multiplo bésico porque, entre otras cosas, da significado a la posi-
cién de los digitos en el cociente.

Veamos nuestro problema de divisién, ejecutado en la forma usual, y
examinémoslo por partes, veremos que cada. paso del célculo comprende los
miltiplos basices. El cociente se calcula primero; pues para la explicacién
es necesario que analicemos el proceso completo. Ordinariamente no da-
riamos a los nifios esta explicacién, pero la incluimos aqui para ilustrar que
es lo que reaimente sucede en la forma familiar del algoritmo de la divisién.

137

32/ % 387
3200

1187
960

227
224

3
Observe que:

4387=3 200+ 960+224 43
={32x100) + (32%30) + (32x 7} +3
=[32% (100+30+7)]+3
=(32x137) +-3.

Las primeras veces que se plantea la divisién, su algoritmo resulta dificil
de entender. Al ensefiarlo, es fitil escribir el resultado de una divisién en la
forma a={bXgq) +r. Por ejemplo, en el problema 748 podemos escribir
el cilculo de la manera usual,
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9
8/ 74
72

2

y después volver a escribir el resultado en la forma

74=(8X9) +2

Para preparar a los nifios en la divisién de niimeros grandes, se requiere
de tiempo para que trabajen con maltiplos de 10, 100 y 1000, ya que la
colocacién del numeral en el cdciente, no implica sélo conjeturas sino mas
bien la comprensién clara de cual es el multiplo bésico que en particular
se esti empleando en cada paso del cdlculo. Insistir en la estimacién de
productos, para el desarrollo del discernimiento sobre la correcta o inco-
rrecta solucién de las divisiones, es un aspecto fundamental en la ensefianza
de las divisiones grandes.

Para ver lo confuso que puede parecer al estudiante el manejo de divi-
siones grandes con numerales de base diez, debe intentarse el algeritmo,
usando numerales en otra base; por ejemplo, numerales de base cuatro.

Grupo de ejercicios 4

Llene los espacios en blanco en el cuadro VL.

Cuapro VI
Par ordenado (a, b) a=(bXq) +r q 7
1. (18, 7) 18=(7%2) +4
2. (29, 9)
9. 459, 12)
4. (127, 23)
5. (300, 25)

6. ¢Cual es el mayor muitiplo de 48 que puede restarse de 9 835?

7. ¢Cudl es el mayor multiplo:de 96 que puede restarse de 12 307
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RESPUESTAS A LOS GRUPOS DE EJERCICIOS

Grupo de ejercicios 1

Propiedad asociativa de la adicion

Propiedad conmutativa de la adicidn
Propiedad conmutativa de la adicién

4, 1 13cum.ro
b 120cuar.ro
6. 2000uatro

CGrupo de ejercicios 2

llcuatro 4. llcuatro

lgcuatro 5' 101cunuo

113cuatro

Grupo de ejercicios 3

Elemento idéntico de la multi- 11. Propiedad conmutativa de la
plicacién multiplicacién

Propiedad distributiva 12. Propiedad conmutativa de la
Sumas basicas multiplicacién

Propicdad conmutativa de la 13. Propiedad asociativa de la mul-
multiplicacién tiplicacién

Elemento idéntico de la multi- 14, Propiedad conmutativa de la
Pplicacién multiplicacién

Propiedad distributiva 15. Propiedad conmutativa de la
Sumas basicas multiplicacién

Elemento idéntico de la multi- 16. Propiedad distributiva
plicacién 17. Propiedad conmutativa de la
Propiedad distributiva adicién

Sumas bésicas

Grupo de ejercicios 4

2, 4
29=(9%3) +2 3,2
59=(12x4) +11 4, 11

127=1(23%x5) +12 5, 12

300=(25x12) +0 12,0

204 x48=9 792
128x96=12 288



